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Analyse de survie

Etude du temps avant qu’un événement survienne.

= temps qu'un client demeure abonné a un service offert par
notre compagnie.

® ancienneté d'un travailleur au service d’'une compagnie.

= durée de vie d'une franchise ou avant la faillite d'une
entreprise.

= temps avant le prochain achat d'un(e) client(e).

= temps durant lequel une personne est au chémage.
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Mécanismes de survie

La survie est caractérisée par la présence d'information partielle.

Les données sont sujettes a troncature et a censure.
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Définition de la censure

Le temps réel de I'événement n‘est pas observé (information
partielle).

= Censure a droite: I'événement n‘est pas encore survenu au
temps t: onsaitque T’ > t.

= Censure & gauche: I'événement survient avant le temps ¢,
donc la vraie valeur est inférieure & la valeur observee
(T <)

= Censure par intervalle: 'événement est survenu dans la plage
[t1,15] (données arrondies)
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Définitions de la troncature

La plage des valeurs possibles est tronquée.

= troncature & gauche: le temps minimum est supérieur a ¢
= troncature & droite: le temps maximum est inférieur & ¢,

= troncature par intervalle: le temps de I'événement doit
survenirentre ¢, et ¢;.
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Exemple: étude sur le chémage

= Certaines personnes seront déja au chémage au début de
I'étude (troncature & gauche): le temps réel sera supérieur & la
durée écoulée

= Certaines personnes ont trouvé un emploi entre deux prises
de contact, mais la date exacte est inconnue (censure par
intervalle).

= D'autres personnes seront toujours au chémage ala fin de
I'étude (censure & droite).
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Diagramme de Lexis

temps écoulé

date

Figure 1: Diaogramme de Lexis pour
données tronquées & gauche (A et
() et censurées & droite (C'et D).

On trace une droite de
pente 1représentant la
durée en fonction du
temps (date au
calendrier).

La fenétre définit la
période de collecte de
donnée.

On peutlire le temps
initial et le temps final
sur I'axe des v.

La censure est
indiquée par des
cercles, les
événements par des
Croix.



Troncature par intervalle

population complete données tronquées par intervalle
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On s'intéresse & la durée de la relation d’emploi: seules les personnes & I'emploi
qui ont pris leur retraite entre 2009 et 2021 sont considérées pour I'étude.
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Exemple de données de survie

Tableau extrait de Hanamaya et Sibuya (2016)

Year of Birth

1875 1876 1877 1878 1879 1880 1881 1882 1883 1884 1885 1886 1887

Male 100 55 69 75 96 120 93 141 146 170 208 185 227 288
101 32 36 42 57 67 55 83 85 102 135 115 146 185
102 18 18 26 39 44 33 53 54 63 67 71 90 105
103 10 7 15 23 28 21 37 30 37 39 38 58 64
104 4 1 8 13 18 12 20 14 23 19 18 33 33
105 2 0 N 10 9 7 9 9 15 13 3 17 15
106 2 0 2 2 7 4 3 6 9 4 5 9 10
107 2 0 1 0 2 3 2 S 3 1 3 7 7
108 1 0 1 0 2 1 2 2 1 1 1 5 2
109 1 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 3 2
110 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1
111 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
112 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
113 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

s

Figure 2: Age au décés (cohortes éteintes) de centenaires Japonais.

Données censurées par intervalles et tronquées a droite (I'dge
maximum des personnes en date de collecte des données en 2012).
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https://doi.org/10.1093/gerona/glv113

Censure informative ou pas?

La censure peut étre aléatoire ou non-informative:

= une étude finit en juin (censure administrative)
" une personne déménage dans une autre province et n'est
plus suivie

Sila censure est informative, les outils présentés ne sont pas
adéquats!

= un patient d'une étude clinique est déchargé d'un protocole
médical car il est trop mal en point.
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Ou est l'erreur de logique dans I'analyse suivante?

Age of death and musical genre

Average age of death for popular musicians by genre and sex

Average age at death

80 = US female life expectancy
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Life expectancy data from: http://demog.berkeley edu/~andrew/1918/figure2 html

0O theconversation.com Source: Author

Léo Belzile alyse de survie



Contenu du cours

La survie est un sujet trés compliqué...

On s'intéressera uniguement a la censure & droite (non
informative).

Le cours ne couvrira que des méthodes nonparamétriques ou
semiparamétriques.
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Données

La structure de données de base que I'on doit avoir pour
travailler est la suivante:

1. une variable temps, T’
2. une variable binaire C' (censure).

3. des variables explicatives X, ..., X,

On considére I'exemple d’'une entreprise de télécommunications
qui veut connaitre les facteurs influencant la durée
d‘abonnement & son service de téléphone cellulaire.
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Temps d'abonnement a un forfait cellulaire

Les données surviel contiennent les variables suivantes.

temps: temps (en semaines) que le client est resté abonné au
service de téléphone cellulaire. Il sagit du vrai temps si le client
n‘est plus abonné et d'une borne inférieure si le client est
toujours abonné.

censure: vdriable binaire qui indique si la variable t est
censurée (0 si le client est toujours abonné) ou non (1, la
variable t est la durée finale de 'abonnement).

age: dge du client au début de 'abonnement.

sexe: sexe du client, soit femme (1), soit homme (0).

service: nombre de services en plus du cellulaire auquel le
client est abonné parmi internet, téléphone fixe, télévision
(cbble ou antenne parabolique).

region: région ou habite le client en ce moment (valeurs entre
1etb)



Fonction de survie

Soit F'(t) = Pr(T < t) la fonction de répartition du temps de
survie t. La fonction de survie,

S(t) =Pr(T > ) =1— F(t),

donne la probabilité que le temps de survie soit supérieur A ¢.
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Estimateur de Kaplan—Meier

Lestimateur de Kaplan—Meier est un estimateur de la fonction de
survie en présense de censure a droite.

Cette méthode est nonparamétrique en ce sens qu’on ne
suppose aucun modele et qu'on suppose uniguement que la
censure est non-informative.
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Kaplan—-Meier avec R

library(survival)
data(surviel, package = "hecmulti")
# Estimateur de Kaplan-Meier
# La réponse '"temps" est le temps de survie
# et l'indicateur de censure '"censure" est
# "O" pour censuré a droite, "1" pour événement
kapm <- survfit(
Surv(temps, censure) ~ 1,
#~1 => aucune variable explicative
type = "kaplan-meier",
conf.type = "log", #type d'intervalle de conf.
data = surviel)
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Méthodes pour survfit

1 # Tableau résumé de la survie

2 summary (kapm)

3 # Graphique de la fonction de survie
4 plot(kapm) # graphique de base

5 # Quantiles (par défaut, quartiles)
¢ quantile(kapm)

Parmiles 500 observations, il y a

= 334 clients qui ont terminé leur abonnement et
= 166 qui sont censurées & droite.

La fonction résumé (summary) renvoit I'estimation de la fonction
de survie pour chague temps d'échec (événement).

= |'estimateur est indéfini & ces valeurs.
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Tableau réesumé (sortie tronqué)

Table 1. Estimation de la fonction de survie (Kaplan—Meier) pour les
données de survie dabonnement.

temps risque échecs éch.cumul survie erreur-type
2 500 1 1 0.9980 0.002
1 499 1 2 0.9960 0.003
14 498 1 3 09940 0.003
18 497 1 4 09920 0.004
27 496 1 5 09900 0.004
29 495 1 6 0.9880 0.005
30 494 1 7 09860 0.005
34 493 4 1 0.9780 0.007
189 13 1 331 0.2037 0.028
202 6 1 332 01697 0.039
216 2 2 334 00000
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Calcul du temps de survie

La fonction de survie estimée est une fonction escalier.

Pour trouver la survie au temps ¢, on regarde la valeur
rapportée dans le tableau pour le temps ¢, < ¢ le plus proche.

La survie, soit la probabilité estimée que le temps d'‘abonnement
dépasse

= 30 semaines, est O.986;
= 32 semaines, est O.986.
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Graphigue de la fonction de survie

Fonction de survie

05

100 150 200
temps d'abonnement (en semaines)

Figure 3: Estimation de Kaplan—Meier de la fonction de survie pour les
données d'abonnement avec intervalles de confiance ponctuels a 95%.
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Comprendre l'estimateur de Kaplan—Meier

On parle d'échec autempst, siT = t, et C' = 0 (événement
observé au temps ;).

Le nombre de personnes a risque au temps ¢, est le total des
observations dont le temps mesuré excéde ¢, (censure et
événements postérieurs a ¢, si troncation & gauche)

Construction:

Ordonner les temps (unigues) ou il y a des échecs (temps ou
censure = 1), disons t(l) <. < t(m)

A chaque tempst ;) (i = 1, ... m), on calcule le nombre de
personnes A risque, r;, etle nombre d‘échecs, d,L-.

Le risque empirique est i% = di/ri, la proportion d'échecs
parmiles personnes a risque.



Dérivation de Kaplan—Meier

L'estimateur de Kaplan—Meier définit une fonction escalier

B Entret = 0ett = t(1>,la survieestde 1.
" Entret = 1) ett = 1y, lasurvieest 1 —711.
" Entret =ty ett =t 5, lasurvieest (1 —hy) x (1 =hy).

Pour un temps ¢ donné, on multiplie tous les termes (1 — h,) des
temps d'échecs passés,

= lasurvie ne change quaux valeurs de ? ;) (2=1,...,m)

= |es contre-marches interviennent uniguement aux temps
observés d'échecs.

= sila plus grande observation est censurée, la courbe de survie
n‘atteindra jamais zéro.
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Syntaxe pour variable réponse

La troncature d gauche impacte seulement 'ensemble des
observations A risque

" une personne n'est pas d risque d'échec avant le temps
enregistré pour la censure a gauche.

Avec survival, la syntaxe pour la variable réponse devient
Surv(time, time2, event, type = 'right'),ou

® time estle temps de troncature d gauche, ou zéro

" time2 est le temps de défaillance, ou de censure A droite

® event est une variable entiére qui vaut 1 pour les temps
observés et O pour les temps censurés a droite.
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Quantiles de la fonction de survie

On obtient le quantile & partir du tableau: c’est le premier temps
d'‘échec ou la survie est inférieure au quantile (la ligne
horizontale au quantile traverse une contre-marche).

niveau (%) quantile IC 95% (borneinf) IC 95% (borne sup.)

25 84 80 90
50 N4 1O 19
75 171 143

L'estimé du temps de survie médian est de 114 semaines: on
estime que la moitié des clients vont avoir une durée
d‘abonnement supérieure (ou inférieure) a 114 semaines.

Un intervalle de confiance (IC) de niveau 95%, pour le temps
médian est [110, 119] semaines (IC de Wald, transformé).



Calcul des quantiles

Le quantile & niveau 1 — avestla valeur min{t : S(t) < a}.

C’est le point sur I'axe des abcisse auquel une ligne horizontale
de hauteur « croise la courbe de survie empirique (une
contre-marche).

= Enregardant le tableau, le quantile 80% de la survie est la
valeur & laguelle la survie descend en dessous de 0.2, soit 202
semaines.

= Interprétation: on estime que 80% des gens se sont
désabonnés avant 202 semaines.
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Estimateur déficient et moyenne restreinte

= Sila plus grande observation n'est pas censurée a droite, il est
possible d'estimer la moyenne.

7 qire sous la courbe
o autrement, on obtient une borne inférieure (sous-estimation de
la moyenne), appelée moyenne restreinte.

1 print(kapm, print.rmean = TRUE)

» La moyenne estimée via Kaplan—-Meier est 125 semaines
(rmean).
m Les statistiques descriptives usuelles sont & proscrire! Elles ne
tiennent pas compte de la censure.
Par exemple, la moyenne empirique ici est de 107.788 semaines.
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Comparaison de plusieurs courbes de survie

Si on sépare I'échantillon selon une variable catégorielle en K
groupes, on peut estimer séparément les fonctions de survie des
groupes, disons S (t), ..., Sk ().

On peut tester I'égalité des fonctions de survie, c’est-a-dire, les
hypotheses

w Ay S1(t) = - = Sk(t) pour tout t et
= JZ,: les courbe de survies difféerent pour au moins une valeur
det.

Les deux tests utilisés habituellement sont

" |le test du log-rang et
= |e test de Wilcoxon généralisé (ou test de Gehan).
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Comparaison de la survie selon le sexe

On stratifie 'échantillon selon le sexe.

1 survdiff (formula = Surv(temps, censure) ~ sexe,
2 data = surviel)

Call:
survdiff (formula = Surv(temps, censure) ~ sexe, data = surv:

N Observed Expected (0-E)~2/E (0-E)~2/V
sexe=0 309 217 181 7.33 16.4
sexe=1 191 117 153 8.63 16.4

Chisq= 16.4 on 1 degrees of freedom, p= 5e-05

B Lafonction survdiff avec la formule retourne le résultat du test
asymptotique du log-rang pour I'hypothése d'égalité des fonctions de
survie.

¥ La valeur-p du test est inférieure & 10~*: on rejette s pour conclure qu'il
y a une différence significative entre les deux courbes de survie.
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Courbes de survie selon le sexe

On voit que la courbe des femmes est systématiquement
au-dessus de celle des hommes. Les femmes ont donc tendance
a rester abonnées plus longtemps que les hommes.

Fonction de survie

0.75
0.5

0.25

0 50 100 150 200
temps d'abonnement (en semaines)

Figure 4: Courbes de survie pour les durées d'abonnement selon le
sexe.
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Modélisation par groupe

L'estimateur de Kaplan—Meier ne permet pas l'inclusion de
variables explicatives a proprement parler.

= On peut diviser I'échantillon en sous-groupes (stratification).

= On utilise ensuite l'estimateur de Kaplan—Meier pour chacune
des modalités.

= Celaréduit la taille de I'échantillon disponible et rend
I'estimation plus incertaine.
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Récapitulatif

= L'analyse de survie est I'étude de temps d'attente (variable
positive) avant que survienne un événement.

» ['étude des temps de défaillance nécessite I'utilisation d'outils
statistiques spécifiques en raison des mécanismes de censure
et de troncature.
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Récapitulatif

= Lafonction de survie S (t) encode la probabilité que le temps
de défaillance excede le temps t.

® Lafonction de risque encode la probabilité de mourir juste
apreés le temps ¢ sachant qu‘on a survécu jusque la.

= La connaissance de la fonction de survie permet d'obtenir la
fonction de risque et vice-versa.
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Récapitulatif

= Le mécanisme d’information partielle le plus courant en
analyse de survie est la censure & droite (on ne connait
gu’une borne inférieure pour le temps de défaillance,
I'événement n'étant toujours pas survenu au temps donné).

= Sion traitait les temps de censure comme des temps de
défaillance observée, on sous-estimerait la durée de survie.
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Récapitulatif

L'estimateur de Kaplan—Meier est I'estimateur du maximum de
vraisemblance nonparamétrigue si on a de la censure a
droite aléatoire ou non-informative. Il ne fait aucun postulat
sur la distribution de la survie.

Pour que l'estimation soit de qualité, il faut un nombre
conséquent d'observations.

La guantité d'observations censurées impacte la précision de
I'estimation.

L'estimateur est déficient si le plus grand temps observe est
censuré a droite (I'estimation de la fonction de survie ne
décroit pas & zéro)



Récapitulatif

= Le test du log-rang permet de valider si plusieurs fonctions de
survie sont égales (en tout temps).

= On peut estimer la fonction de survie indépendamment pour
chaque modalité d'une variable explicative catégorielle en
stratifiant: cela réduit la taille de I'échantillon dans chaque
strate.
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Fonction de risque

La fonction de risque (en anglais, hazard) est

< >
h(t):A'LmOPr(t<T_t;At] | T >1t)
.

et h(t)At est la probabilité que I'événement survienne juste
apres le temps t, sachant gu'il n‘est pas survenu jusque la.

Plus le risque est élevé au temps £, plus I'événement est
susceptible d'arriver.
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Fonction de risque (bis)

Dans le cas discret ou le temps peut seulement prendre les
valeurs 0, 1, 2, ..., le risque est

Pr(T =t)
"= sy

la probabilité conditionnelle que I'événement survienne au
temps ¢, étant donné gu'il nétait pas survenu juste avant.
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Risque vs survie

Les fonctions de survie et de risque sont intimement reliées, avec

LI G0} S(t) = exp {— / t h(u)du} |

dt

Cette équation sert & illustrer qu'un modeéle pour la fonction de
survie spécifie une fonction de risque (et vice-versa).

Un profil avec un risque plus élevé (pour tout temps t) aura une
survie plus courte.
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Modele a risques proportionnels de Cox

Si on veut inclure l'effet de variable explicatives, on se tourne
vers le modele a risques proportionnels de Cox.

Ce dernier spécifie que le risque au temps ¢ est
h(t7 X) - hO(t) eXp(ﬁlxl + et Bpxp)7

ou ho (t) est la fonction de risque de base qui remplace
'ordonnée a l'origine.

Le postulat de risques proportionnels implique que le terme
exp(X3) — et donc les coefficients 5 — ne varient pas selon le
temps t.

La fonction hg (t) peut étre interprétée comme la fonction de
risque lorsgue toutes les variables explicatives X valent zéro.



Composante paramétrique

Le terme exp(X3) modélise I'effet d’'un changement des valeurs
des variables explicatives sur la fonction de risque de base.

Le modele de Cox est un modéle multiplicatif:

= Si X; augmente d'une unite le rapport de risque est de
exp(5;).

= Pour chaque augmentation d’'une unite de X;, le risque que
I'événement survienne est multiplié par exp(ﬁ), ceteris
paribus.
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Modeéle de Cox dans R

Le modele de Cox, coxph, inclut un objet de classe Surv () avecle
temps de défaillance et I'indicateur de censure comme variable
réponse.

Il'y a trois options pour la gestion des doublons: ties = "exact"
est meilleur, mais plus colteux (parfois prohibitivement).

1 cox <- coxph(

2 Surv(temps, censure) ~

3 age + sexe + region + service,

4 data = surviel,

5 ties = "exact") # gestion des doublons

6 # Tableau résumé avec coefficients,

7 # intervalles de confiance de Wald

8 # et tests pour significativité globale
9 summary (cox)

1o # Test du rapport de vraisemblance

n car::Anova(cox, type = 3)
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Coefficients du modele

Table 2: Rapport de risque et intervalles de confiance & niveau 95% de
Wald pour le modele de Cox.

terme exp(coef) borneinf. borne sup.
age 0.950 0.937 0.962
sexe o5N 0404 0.646
region2 0.674 0.465 0.978
region3 1030 0.729 1457
region4 Q.799 0.566 1128
region5 0.966 0.683 1.366
servicel 0.353 0.275 0.453
service?2 Ql74 0120 0.251
service3 o115 0.070 0190

Ceteris paribus, le risque gu'une femme (sexe = 1)se
désabonne est O.511fois celui d'un homme (sexe = 0).



Tests du rapport de vraisemblance

Les statistiques de rapport de vraisemblance sont comparées &
une loi khi-deux (x?) avec dd1 degrés de liberté.

Table 3: Tests du rapport de vraisemblance pour les effets de type 3.

terme  statistique ddl

valeur-p

age 68.07
sexe 32.82
region 71.67
service 159.31

1
1
4
3

<le-O4
<le-0O4
Ol

<le-0O4

Par exemple, I'effet marginal (une fois que les autres variables
sont incluses) de la variable sexe est significatif (valeur-p

inférieure & 10~ %),

La variable region n'est pas globalement significative.



Prédiction de la survie

On peut passer une base de données, ici survie2 & un modele
de type coxph pour prédire la survie.

# Ajuster un modéle avec deux variables
data(survie2, package = "hecmulti")
cox <- coxph(
Surv(temps, censure) ~
age + sexe,
data = surviel)
pred <- survfit(

cox, # Modéle de Cox
newdata = survie2, # nouvelle base de données
type = "kaplan-meier") # survie

plot(pred) # graphe de base
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Profil des nouveaux clients

Table 4: Information sur les coefficients et les profils clients.

terme expl(coef) borneinf. borne sup.

age 0.958 0.945 0970
sexe 0614 0.489 0773

Table 5: Profil de quatre clients pour la prédiction.

sexe age
O 25

1T 25

O 60

1 60
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Graphigue des fonctions de survie

Fonction de survie
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Postulat de risques proportionnels

Il est possible de créer des résidus du modeles et de faire des
graphiques diagnostics pour potentiellement infirmer le postulat
de risques proportionnels.

Sil'hypothese tient la route, alors il ne devrait pas y avoir de
tendance temporelle dans les résidus.

La commande cox . zph permet de tester le postulat de risques
proportionnels & lI'aide d’'un test du score pour voir si la pente
B(t) associée & une covariable est nulle en fonction du temps ¢.

1 test_score_rprop <- cox.zph(cox)
2 test_score_rprop
5 plot(test_score_rprop)



Beta(t) for age

Beta(t) for service
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les moindres carrés pondérés (diagnostic graphique de Grampsch et
Therneau).
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Test du score pour risques proportionnels

Test du score de Grampsch et Therneau (1994) pour les
coefficients constants dans le temps avec

w ). B(t) = cest constant (risques proportionnels)
w #,: B(t) # c(risques non prop.,, coef. variable).

Table 6: Tests du score avec valeur-p basée sur la loi nulle khi-deux.

effet score ddl valeur-p
age 417 1 0041
sexe 109 1 029
service 10.62 3 0014
region 3.81 4 0432
global 20.83 9 0013

Postulat pas respecté pour service: augmentation au fil du temps pour tous
les groupes. Il faudrait ajouter une interaction ou stratifier par service.
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Postulat de risques proportionnels

Sile postulat n'est pas validé, on peut interpréter I'effet comme un
rapport de risque moyen pondéré sur la période de suivi, mais
ce dernier change selon le moment (Stensrud et Hernan, 2020).

Cela implique surtout que les erreurs-types associees aux
estimations sont trompeuses.
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Récapitulatif

Le modele de Kaplan—Meier ne permet pas d'estimer I'impact de
variables explicatives sur la survie.

On peut utiliser pour ce faire le modeéle de Cox.

Ce dernier suppose qu'on peut diviser le risque en deux parties

® risque de base ho (t) commun & tou(te)s (composante
nonparameétrique)
n effet multiplicatif exp(XB) (composante paramétrigue)
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Récapitulatif

Puisque hy (t) est commune & toutes les observations, moins
d'incertitude sur l'estimation de la survie.

® L'impact sur la survie de changement dans les variables
explicatives n‘est pas multiplicatif!
m voir les prédictions pour les quatre profils clients.

Le modele de Cox suppose que le rapport de cote ne dépend
pas du temps (postulat de risques proportionnels).

= On peut vérifier ce postulat
m et généraliser le modeéle au besoin.
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